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reali il cui dominio e` l’insieme N dei numeri naturali
2/17 Pi?
22333ML232
Successioni Una successione di numeri reali e` una funzione a valori
reali il cui dominio e` l’insieme N dei numeri naturali
a : N→ R
2/17 Pi?
22333ML232
Successioni Una successione di numeri reali e` una funzione a valori
reali il cui dominio e` l’insieme N dei numeri naturali
a : N→ R
Si usa descrivere questa particolare funzione con la notazione (an)n∈N
o, semplicemente (an)
2/17 Pi?
22333ML232
Successioni Una successione di numeri reali e` una funzione a valori
reali il cui dominio e` l’insieme N dei numeri naturali
a : N→ R
Si usa descrivere questa particolare funzione con la notazione (an)n∈N
o, semplicemente (an)
Il termine n−esimo della successione e` l’immagine dell’intero n ∈ N.
2/17 Pi?
22333ML232
Successioni Una successione di numeri reali e` una funzione a valori
reali il cui dominio e` l’insieme N dei numeri naturali
a : N→ R
Si usa descrivere questa particolare funzione con la notazione (an)n∈N
o, semplicemente (an)
Il termine n−esimo della successione e` l’immagine dell’intero n ∈ N.
Invece di rappresentare tale termine mediante l’usuale notazione a(n)
si scrive an
2/17 Pi?
22333ML232
Successioni Una successione di numeri reali e` una funzione a valori
reali il cui dominio e` l’insieme N dei numeri naturali
a : N→ R
Si usa descrivere questa particolare funzione con la notazione (an)n∈N
o, semplicemente (an)
Il termine n−esimo della successione e` l’immagine dell’intero n ∈ N.
Invece di rappresentare tale termine mediante l’usuale notazione a(n)
si scrive an
Diremo che an e` il termine n-esimo della successione (an)
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Terminologia
Una successione (an) e` detta stazionaria (o costante) se esiste k ∈
R tale che an = k per ogni n ∈ N.
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Terminologia
Una successione (an) e` detta decrescente strettamente se, per
ogni n ∈ N si ha che an > an+1.
Una successione (an) e` detta limitata inferiormente se esiste un
reale α tale che, per ogni n ∈ N si ha che α ≤ an.
Una successione (an) e` detta limitata superiormente se esiste un
reale ω tale che, per ogni n ∈ N si ha che an ≤ ω.
Una successione (an) e` detta limitata se essa e`, sia limitata inferi-
ormente, sia limitata superiormente.
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Esempi
an = 4 per ogni n ∈ N e` una successione stazionaria;
an =
n
n+ 1
e` una successione crescente strettamente e limitata;
an =
1
n
e` una successione decrescente strettamente e limitata;
an = n
2 e` una successione crescente strettamente e limitata inferior-
mente;
an = cosn e` una successione limitata;
an = (−1)n n e` una successione non limitata.
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Definizione
Diciamo che (an) converge a a per n → ∞, se per ogni ε > 0 esiste
un indice nε ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n ≥ nε si ha:
|an − a| < ε (L)
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Figure 1: an =
n
n+ 1
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Teorema
Se (an) e` una successione convergente, il suo limite e` unico.
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Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che esistano a, b con a 6= b
tali che an → a e an → b. Allora si ha, usando la disuguaglianza
triangolare
|a− b| = |a− an + an − b| ≤ |a− an|+ |an − b| (∗)
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Se (an) e` una successione convergente, il suo limite e` unico.
Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che esistano a, b con a 6= b
tali che an → a e an → b. Allora si ha, usando la disuguaglianza
triangolare
|a− b| = |a− an + an − b| ≤ |a− an|+ |an − b| (∗)
(an) converge, dunque preso ε =
|a− b|
2
per definizione esiste nε ∈ N
tale per cui per ogni n ∈ N, n > nε si ha
|an − a| < |a− b|
2
, |an − b| < |a− b|
2
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tornando ad (∗) troviamo:
|a− b| < |a− b|
2
+
|a− b|
2
= |a− b|
che e` una contraddizione.
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Teorema
Se la successione (an) converge a a allora la successione (|an|) converge
a |a|.
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Teorema
Se la successione (an) converge a a allora la successione (|an|) converge
a |a|.
Teorema
Ogni successione convergente e` limitata.
11/17 Pi?
22333ML232
Teorema della permanenza del segno
Se (an) e` una successione convergente con limite a > 0 allora esiste
un indice n0 ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n > n0 riesce an > 0.
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Teorema della permanenza del segno
Se (an) e` una successione convergente con limite a > 0 allora esiste
un indice n0 ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n > n0 riesce an > 0.
Per ipotesi an → a > 0. Preso ε = a/2 esiste n0 ∈ N tale che per ogni
n ∈ N, n > n0
|an − a| < a
2
⇐⇒ a− a
2
< an < a+
a
2
⇐⇒ a
2
< an <
3a
2
Ma essendo per ipotesi a > 0 la tesi e` dimostrata.
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Successioni infinitesime
Se la successione convergente (an) ha limite zero, diremo che la suc-
cessione e` infinitesima.
Dalla definizione di limite segue che la successione (an) e` infinitesima
se e solo se per ogni ε > 0 esiste nε ∈ N tale che se n ∈ N, n > nε
risulta
|an| < ε.
Inoltre (an) e` infinitesima se e solo se (|an|) e` infinitesima.
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Osservazione
Se (an) e` una successione infinitesima e non negativa allora per ogni
α > 0 la successione (aαn) e` infinitesima.
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Definizione
Siano (an), (bn) due successioni. Diremo che (bn) domina (an) se esiste
n0 ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n > n0 si ha
|an| ≤ bn
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Definizione
Siano (an), (bn) due successioni. Diremo che (bn) domina (an) se esiste
n0 ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n > n0 si ha
|an| ≤ bn
Teorema
Se (bn) domina (an) e (bn) e` infinitesima, anche (an) e` infinitesima.
Ad esempio la successione an =
1
1 + n2
e` dominata da bn =
1
1 + n
.
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Teorema
Siano (an) e (bn) due successioni infinitesime allora
(i) (an + bn) e` infinitesima
(ii) se λ ∈ R allora (λan) e` infinitesima
(iii) (anbn) e` infinitesima
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Teorema
Le seguenti successioni sono infinitesime:
(i)
(
1
nα
)
con α > 0
(ii) (rn) con |r| < 1
(iii) (nαrn) con α > 0 e |r| < 1
(iv)
(
cn
n!
)
con c ∈ R
(v)
(
nα
n!
)
con α > 0
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Teorema
Se
lim
n→∞
an = a, lim
n→∞
bn = b,
allora
(i) lim
n→∞
(an + bn) = a+ b
(ii) lim
n→∞
(λan) = λa per ogni λ ∈ R
(iii) lim
n→∞
(anbn) = ab
(iv) lim
n→∞
an
bn
=
a
b
posto che sia b 6= 0
